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RING CORNER SEMI BOOLEAN  
 
ABSTRAK 
Konsep ring mengalami banyak perkembangan. Salah satu 
jenis ring antara lain: ring Boolean, ring nil clean, dan ring corner. 
Banyak peneliti yang tertarik pada konsep ring Boolean, ring nil 
clean, dan ring corner, seperti menambahkan aksioma-aksioma 
sedemikian sehingga membentuk struktur baru yaitu ring strongly 
semi Boolean, ring weakly semi Boolean, ring strongly nil clean, 
ring weakly nil clean, dan ring corner semi Boolean. Ring semi 
Boolean disebut strongly jika perkalian antara radikal Jacobson dan 
elemen idempoten bersifat komutatif dan ring semi Boolean disebut 
weakly jika elemen dari ring   adalah jumlah atau selisih dari 
elemen radikal Jacobson dan elemen idempoten. Ring nil clean 
disebut strongly jika perkalian antara elemen nilpoten dan elemen 
idempoten bersifat komutatif dan ring nil clean disebut weakly jika 
elemen dari ring   adalah jumlah atau selisih dari elemen nilpoten 
dan elemen idempoten. Ring corner semi Boolean merupakan 
perluasan dari ring corner dan ring semi Boolean. Pada skripsi  ini 
dibahas definisi ring semi Boolean, ring nil clean, dan ring corner 
serta sifat-sifat dari ring corner semi Boolean. 
 
Kata Kunci: Ring Boolean, ring semi Boolean, ring clean, ring nil 









































SEMI BOOLEAN CORNER RING 
 
ABSTRACT 
Ring concept has many developments. One type of ring 
include: Boolean ring, nil clean ring, and corner ring. Many 
researchers are interested in the concept of Boolean rings, nil clean 
rings, and corners ring, such as adding axioms such that a new ring is 
strongly semi Boolean ring, weakly semi-Boolean ring, strongly nil 
clean ring, weakly nil clean ring, and semi Boolean corner ring. The 
semi-Boolean  ring is called strongly if the multiplication between 
the Jacobson radical and the idempotent element is commutative and 
the semi-Boolean  ring is called weakly if the element of the   ring is 
the sum or difference of the Jacobson's radical element and the 
idempotent element. Nil clean ring is called strongly if the 
multiplication between the nilpotent element and the idempotent 
element is commutative and the nil clean ring is called weakly if the 
element of the   ring is the sum or difference of the nilpotent 
element and the idempotent element. Semi Boolean corner ring is an 
extension of corner ring and semi Boolean ring. In this paper 
discussed the definition of semi-Boolean ring, nil clean ring, and the 
corner ring and the properties of semi Boolean corner ring. 
Keywords: Boolean ring, semi Boolean  ring, weakly semi Boolean 
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Simbol  Keterangan 
 
   Elemen atau anggota 
    Bukan elemen atau bukan anggota 
    Isomorfik 
    Himpunan bagian 
    Himpunan bilangan asli 
    Himpunan bilangan real 
    Himpunan bilangan bulat 
      Himpunan bilangan bulat modulo    
     Himpunan bilangan bulat positif 
 ̅  Bilangan modulo   
     Invers dari   
 ( )   Himpunan kuasa 
     Ring faktor 
 ( )  Perpotongan dari semua ideal prima dalam   
 ( )   Irisan semua ideal maksimal dalam ring    
  ( )  Himpunan semua elemen idempotent di ring   
   ( )  Himpunan semua elemen nilpoten di ring   
    ( ) Jumlah semua elemen nilpoten ideal dua sisi di    
    ( )  Irisan dari semua ideal prima di   
 ( )  Himpunan semua elemen unit di ring   













































1.1 Latar Belakang 
Struktur   aljabar   adalah   himpunan   yang   dilengkapi dengan  
suatu  operasi  yang  memenuhi  aksioma-aksioma tertentu.  Banyak 
hal yang dapat dipelajari dari struktur aljabar antara lain grup, ring, 
koset,  modul, dan lain-lain. Dalam skripsi ini akan dibahas struktur 
aljabar yang berkaitan dengan ring. 
Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua 
operasi biner, terhadap operasi penjumlahan grup komutatif, 
terhadap operasi pergandaan bersifat asosiatif, serta memenuhi 
hukum distributif. Salah satu jenis ring yang dibahas pada skripsi ini  
adalah ring Boolean, ring clean, dan ring corner.  
Ring Boolean merupakan ring yang setiap elemennya jika 
dikuadratkan sama dengan elemen dari ring. Ring clean merupakan 
penjumlahan antara elemen unit dan elemen idempoten. Ring corner 
merupakan ring yang mengandung elemen idempoten. Salah satu 
bentuk dari ring Boolean adalah ring semi Boolean, sedangkan ring 
clean diperluas menjadi ring nil clean, dan ring corner diperluas 
menjadi ring corner semi Boolean. 
Ring semi Boolean merupakan penjumlahan dari elemen 
idempoten dan irisan dari semua ideal maksimal dalam ring. Ring nil 
clean adalah penjumlahan antara elemen nilpoten dan elemen 
idempoten.  
Pada tahun 2013, Diesl menulis tentang Ring Nil Clean dan 
sifat-sifat dari ring nil clean. Pada tahun 2016, Kosan, dkk menulis 
tentang Nil clean dan Ring Strongly Nil clean yang merupakan 
perluasan dari penelitian Diesl pada tahun 2013. Pada tahun 2017, 
Danchev dan Karamzadeh menulis tentang Ring Corner Strongly nil-
clean yang merupakan perluasan dari penelitian Kosan, dkk pada 
tahun 2016. Pada paper yang berjudul Ring Corner Strongly nil-
clean pada tahun 2017, Danchev dan Karamzadeh memperkenalkan 
hubungan antara ring strongly nil clean dengan ring corner dan 
dilanjutkan dengan paper yang berjudul Semi Boolean Corner Ring 





















Pada skripsi ini diulas kembali tentang ring semi Boolean dan 
ring nil clean, serta sifat-sifat dari ring corner semi Boolean. Skripsi 
ini dirujuk dari hasil penelitian Danchev pada tahun 2017b dalam 
paper yang berjudul “Semi-Boolean Corner Ring”. 
 
1.2 Rumusan Masalah  
        Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan, rumusan 
masalah yang dibahas pada skripsi ini adalah bagaimana sifat-sifat 
ring corner semi Boolean. 
 
1.3 Tujuan  
Berdasarkan rumusan masalah yang telah dijelaskan, tujuan 





























Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan contoh yang 
menjadi dasar teori untuk menyelesaikan permasalahan pada bab 
III. 
 
2.1 Pemetaan dan Operasi Biner 
      Berikut diberikan definisi serta contoh hasil kali kartesius, relasi, 
dan pemetaan yang dikutip dari Bhattacharya, dkk. (1986) dan 
operasi biner yang dikutip dari Andari (2015).  
 
Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Kartesius) 
Misalkan   dan   masing-masing adalah himpunan tak kosong. 
Himpunan dari semua pasangan terurut (   )  dimana     dan 
    disebut hasil kali kartesius dari   dan  . Dinotasikan     
dan dapat ditulis sebagai berikut 
    *(   )        + 
Contoh 2.1.2 
Diberikan himpunan   *   + dan   *     + maka 
    *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+ 
 
Definisi 2.1.3 (Himpunan Bagian) 
Misalkan   dan   masing-masing adalah himpunan. Sebuah 
himpunan   disebut himpunan bagian (subset) dari himpunan  , 
dinotasikan    , jika dan hanya jika setiap elemen dalam   juga 
dalam     
 
Contoh 2.1.4 
Diberikan himpunan bilangan asli   dan himpunan bilangan bulat  . 
Untuk setiap elemen di dalam   juga merupakan elemen di dalam  , 
sehingga dapat disimpulkan bahwa   merupakan himpunan bagian 
dari  . 
 
Definisi 2.1.5 (Relasi) 
Misalkan   dan   masing-masing adalah himpunan tak kosong.   




















Jika (   )   , maka   dikatakan berelasi dengan   yang 
dinotasikan  dengan    . 
 
Contoh 2.1.6 
Diberikan himpunan   *   + dan   *     +. Akan dibuktikan 
bahwa   *(   ) (   )+ merupakan relasi dari   ke  . 
Bukti. 
Berdasarkan Contoh 2.1.2, diketahui bahwa hasil kali kartesiusnya 
adalah     *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+, sehingga  
  *(   ) (   )+ merupakan himpunan bagian dari    . Jadi, 
terbukti   merupakan relasi dari   ke  . 
 
Definisi 2.1.7 (Pemetaan) 
Misalkan   dan   masing-masing adalah himpunan tak kosong. 
Relasi   dari   ke   disebut pemetaan (fungsi) dari   ke  , jika 
untuk setiap elemen   di   terdapat tunggal elemen   di   
sedemikian sehingga  ( )     Pemetaan   dari himpunan   ke   
dinotasikan dengan  
      
        ( )     
Dengan kata lain,   merupakan pemetaan jika       sedemikian 
sehingga berlaku  (  )   (  ) untuk setiap        . 
 
Contoh 2.1.8 
Diberikan himpunan bilangan asli   dan relasi   dari   ke   dengan 
 ( )     untuk setiap    , maka   adalah suatu pemetaan. 
Bukti. 
Akan dibuktikan bahwa   adalah suatu pemetaan. Ambil sembarang 
        dengan       maka   
    
   sehingga  (  )   (  )   
Jelas bahwa untuk setiap     terdapat tepat satu  ( )   . 
Dengan demikian terbukti bahwa   adalah pemetaan. 
 
Definisi 2.1.9 (Operasi Biner) 
Suatu komposisi biner atau operasi tertutup dalam himpunan     
adalah 
        






















Misalkan   adalah himpunan bilangan bulat. Operasi di   adalah 
penjumlahan. Akan dibuktikan bahwa operasi penjumlahan ( ) 
merupakan operasi biner. 
Bukti. 
Diketahui operasi pada   adalah 
        
   (   )   (   )      
Ambil sembarang         dengan   (     ),   (     ), 
sehingga diperoleh 
    (     )  (     ) 
          (           ) 
       , sehingga dipenuhi         dan        , sehingga 
dipenuhi        . Dengan demikian        . Jadi, 




Misalkan   adalah himpunan bilangan asli. Operasi di   adalah  . 
Didefinisikan operasi   adalah sebagai berikut. 
        
                                                  (   )   (   )  
   
 
 
Akan dibuktikan bahwa operasi   bukan merupakan operasi biner. 
Bukti. 
Akan dibuktikan bahwa   terhadap operasi   bukan merupakan 
operasi biner. Ambil sembarang        dengan             
dimana       merupakan anggota bilangan ganjil. 
   
 
 
(   )
 (   )
 
 
    
    
 
 
     
   
 
 
(   )(  
   )
 
    
sehingga operasi   bukan operasi biner di  . 
 
2.2 Grup 
      Berikut diberikan definisi serta contoh semigrup, grup, grup 
komutatif, subgrup, subgrup sejati, subgrup tak sejati, dan koset yang 






















Definisi 2.2.1 (Semigrup) 
Suatu himpunan tak kosong   yang dilengkapi satu operasi biner  , 





Diketahui himpunan   ( )  {(
  
  
)           }. Entri dari 
  ( ) adalah himpunan bilangan asli  . Akan dibuktikan 
(  ( )  ) merupakan semigrup tetapi bukan grup.  
Bukti. 
Akan dibuktikan bahwa (  ( )  ) merupakan semigrup tetapi 




),   (
  
  












      
      
)    ( ) 
 
ii. Assosiatif  
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(   )   (   )   
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  (   )   (   )
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            (   )  
Dari i. Dan ii. terbukti   ( ) merupakan semigrup. 



























)    ( ) karena entri dari 
  ( ) adalah himpunan bilangan asli  . 
Dari iii. terbukti  ( ) bukan merupakan grup.  
Berdasarkan i, ii, dan iii, terbukti  ( ) semigrup tetapi bukan grup. 
 
Definisi 2.2.3 (Grup) 
Misalkan   adalah himpunan yang tidak kosong. (   ) disebut grup 
jika memenuhi aksioma: 
1. Tertutup, yaitu untuk setiap       terdapat   sehingga 
berlaku       
2. Assosiatif, yaitu untuk setiap         berlaku  
(   )      (   ) 
3. Mempunyai elemen satuan/elemen netral, yaitu terdapat 
    untuk setiap      sehingga berlaku 
          
4. Setiap elemen mempunyai invers, yaitu untuk setiap    , 
terdapat        sehingga berlaku   
  (   )  (   )      
 
Contoh 2.2.4 
Diketahui   * ̅   ̅  ̅  ̅+ terhadap      Akan dibuktikan bahwa 
(   ) merupakan grup. 
Bukti.       
Tabel 2.1 Operasi pergandaan pada   
   ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
i. Tertutup. 
Terlihat dari Tabel 2.1 bahwa untuk setiap   ̅  ̅      
berlaku   ̅ ̅     . 
ii. Assosiatif, yaitu untuk setiap   ̅  ̅        berlaku  
( ̅  ̅)    ̅( ̅  ). Ambil sembarang   ̅        ,  




















 ( ̅ ̅)   ((      )(      ))(      ) 
            (                      )(      )  
                                              
                              
                 ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ 
                 
 ̅( ̅  )  (      )((      )(      ))  
           (      )(                      )  
                                             
                              
                ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ 
                
iii. Elemen netral dari   adalah    ̅, karena berlaku 
                       
              ̅  ̅   ̅  ̅   ̅    ̅  ̅   ̅  ̅   ̅ 
              ̅  ̅   ̅  ̅   ̅    ̅  ̅   ̅  ̅   ̅ 
iv. Setiap elemen mempunyai invers. 
Dari Tabel 2.1 dapat dilihat bahwa: 
Invers dari  ̅ adalah  ̅          Invers dari  ̅ adalah  ̅ 
Invers dari  ̅ adalah  ̅         Invers dari  ̅ adalah  ̅ 
Jadi (   ) merupakan grup. 
 
Contoh 2.2.5 
Misalkan    adalah himpunan bilangan rasional positif. 
Didefinisikan operasi   pada    sebagai berikut. 
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karena sifat assosiatif tidak terpenuhi, maka dapat disimpulkan 
bahwa (    ) bukan merupakan grup. 
 
Definisi 2.2.6 (Grup Komutatif) 
Misalkan (   ) adalah grup. (   ) disebut grup komutatif jika   
memenuhi hukum komutatif, yaitu untuk setiap       berlaku 
         
 
Contoh 2.2.7 
Diketahui   * ̅   ̅  ̅  ̅+       Akan dibuktikan bahwa (   ) 
merupakan grup komutatif. 
Bukti. 
Telah dibuktikan pada Contoh 2.2.2 bahwa (   ) adalah suatu grup. 
Ambil    ̅ dan    ̅, maka berlaku 
     ̅  ̅   ̅ 
     ̅  ̅   ̅ 
Jadi, terbukti bahwa untuk setiap       berlaku        , 
sehingga (   ) adalah grup komutatif. 
 
Definisi 2.2.8 (Subgrup, Subgrup Sejati, dan Subgrup Tak 
Sejati) 
Misalkan   adalah grup.   adalah kompleks dalam  .   adalah 
himpunan tak kosong.   disebut subgrup dari  , jika terhadap 
hukum komposisi yang sama dengan      juga merupakan grup. 
Setiap grup   mempunyai dua subgroup tak sejati yaitu   dan 
  * +. Suatu subgroup   selain   dan   disebut subrup sejati. 
 
Contoh 2.2.9 
(    ) merupakan grup. Subgrup-subgrup dari (    ) adalah 
* ̅+ *  ̅  ̅+ * ̅  ̅  ̅+ * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅+  Menurut Definisi 2.2.8 subgrup 
tak sejati dari (    ) adalah * ̅+ dan * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅+. Sedangkan 
subgrup sejati dari (    ) adalah * ̅  ̅+ * ̅  ̅  ̅+ * ̅  ̅+ * ̅  ̅  ̅+  
 
Definisi 2.2.10 (Koset) 
Misalkan   adalah grup,    ,   *             +  Terhadap 
operasi pergandaan: 
i.    *                 + disebut koset kiri relatif 




















ii.    *                 + disebut koset kanan relatif 
terhadap subgrup  . 
Terhadap operasi penjumlahan: 
i.     *                     + disebut koset kiri 
relatif terhadap subgrup  . 
ii.     *                     + disebut koset 
kanan relatif terhadap subgrup  . 
 
Contoh 2.2.11 
Diberikan grup (    ).   * ̅  ̅+ adalah subgrup dari     Akan 
ditentukan banyak koset di    relatif terhadap  . 
Bukti. 
Berdasarkan Definisi 2.2.10 diperoleh 
   ̅  * ̅  ̅+     
   ̅  * ̅  ̅+      
   ̅  * ̅  +     
   ̅  * ̅  ̅+  * ̅  ̅+     
   ̅  * ̅  ̅+  * ̅  ̅+       
   ̅  { ̅  ̅}  * ̅  +        
Jadi banyak koset di    ada tiga, yaitu        dan       
 
Contoh 2.2.12 
Diketahui   *         + grup terhadap pergandaan.   *    + 
merupakan subgrup dari  . Akan ditentukan banyak koset di   
relatif terhadap  . 
Bukti. 
Berdasarkan Definisi 2.2.10 diperoleh 
     ( )  *    +        
  (  )  *    +          
      ( )  *    +  
   (  )  *    +    ( )      
Jadi banyak koset di   ada dua, yaitu   dan   . 
 
2.3 Ring 
      Berikut diberikan definisi serta contoh yang berkaitan mengenai 
ring, ring komutatif, ring dengan elemen satuan yang dikutip dari 
Andari (2014), subring yang dikutip dari Bhattacharya, dkk. (1986), 




















Definisi 2.3.1 (Ring) 
Suatu himpunan tak kosong   yang dilengkapi dua operasi biner 
misalkan terhadap penjumlahan dan pergandaan, disebut ring jika 
memenuhi: 
i. (   ) merupakan grup komutatif 
ii. (   ) berlaku tertutup dan assosiatif 
iii. Berlaku hukum distributif 
 
Contoh 2.3.2 
Akan dibuktikan bahwa (      ) adalah ring. 
Bukti.   
Tabel 2.2 Operasi penjumlahan pada    
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 
Dari Tabel 2.2 akan ditunjukkan 
I. (    ) merupakan grup komutatif. 
i. Berlaku sifat tertutup. Terlihat dari Tabel 2.2 bahwa 
untuk setiap   ̅  ̅     berlaku   ̅   ̅      
ii. Berlaku sifat assosiatif, yaitu untuk setiap 
 ̅  ̅       berlaku ( ̅   ̅)      ̅  ( ̅    )  
Ambil sembarang   ̅       ,   ̅       , dan 
            dimana        . 
( ̅   ̅)     ((     )  (     )) 
 (     ) 
                        
       (           ) 
               ̅  (   ̅     ̅)  
             ̅  ( ̅    ) 




















iii. Mempunyai elemen netral yaitu terdapat   ̅     
untuk setiap   ̅     sedemikian sehingga 
berlaku   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅  
iv. Setiap elemen mempunyai invers. 
Invers  ̅ adalah  ̅ Invers  ̅ adalah  ̅ 
Invers  ̅ adalah  ̅ Invers  ̅ adalah  ̅ 
Invers  ̅ adalah  ̅ 
v. Berlaku sifat komutatif. Untuk setiap   ̅  ̅     
berlaku   ̅   ̅   ̅   ̅. Ambil sembarang  
 ̅       ,   ̅           dimana      . 
 ̅   ̅  (     )  (     ) 
  ((   )   (     ))   
  ((   )   (     ))  
  (     )  (     )  
   ̅   ̅   
                        Jadi   ̅   ̅   ̅   ̅  
II. (    ) merupakan semigrup. 
Berdasarkan Tabel 2.2 akan ditunjukkan (    ) adalah 
semigrup dengan memenuhi aksioma berikut. 
i. Berlaku sifat tertutup. Terlihat dari Tabel 2.2 bahwa 
untuk setiap   ̅  ̅     berlaku   ̅   ̅    . 
ii. Berlaku sifat assosiatif, yaitu untuk setiap   ̅  ̅       
berlaku ( ̅  ̅)    ̅( ̅   ). Ambil sembarang   
 ̅       ,   ̅       ,              dimana 
       . 
 ( ̅  ̅)   ((     )(     ))(     ) 
             (                   )(     )  
                                            
                           
                  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅  
      
         ̅( ̅   )  (     )((     )(     ))  
         (     )(                   ) 
                                 
                               
      ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅  




















III. Berlaku hukum distributif. Untuk setiap   ̅  ̅       
berlaku   ̅( ̅    )   ̅ ̅   ̅  dan ( ̅   ̅)    ̅   ̅   
Ambil sembarang   ̅           ̅       ,  
            dimana         . 
 ̅( ̅    )  (     )((     )  (     ))  
    (     )(           )  
                                
                    
    (                   )  (        
                  ) 
   (     )(     )  (     )(     )   
    ̅  ̅   ̅     
( ̅   ̅)   ((     )  (     ))(     )  
                (           )(     )   
                                
                    
 (                   )  (   
                       )  
    (     )(     )  (     )(     )  
     ̅    ̅    
 Jadi  ̅( ̅    )   ̅ ̅   ̅  dan ( ̅   ̅)    ̅   ̅  , 
sehingga dapat disimpulkan bahwa (      ) merupakan ring. 
 
Contoh 2.3.3 
Misalkan   adalah himpunan pasangan bilangan bulat (   ). 
Didefinisikan  
(   )  (   )  (      ) 
(   )(   )  (     ) 
Akan dibuktikan bahwa   bukan merupakan ring. 
Bukti. 
I.  (   ) merupakan grup komutatif. 
i. Berlaku sifat tertutup. 
(   )  (   )  (      ) 
(   )(   )  (     ) 
ii. Berlaku sifat assosiatif 
((   )  (   ))  (   )  (      )  (   ) 




















   (   )  (      )  
  (   )  ((   )  (   )) 
iii. Mempunyai elemen netral  
Misalkan elemen netralnya (   )  maka 
(   )  (   )  (   ) 
          (      )  (   ) 
                 
                         
 
 
   
Jadi, elemen netral (   )  (   ). 
iv. Setiap elemen mempunyai invers. 
Misalkan invers dari (   ) adalah (   ), sehingga 
berlaku 
(   )  (   )  (   ) 
           (      )  (   ) 




(   )  (   
 
 
)     
Salah satu syarat tidak dipenuhi, maka dapat disimpulkan bahwa   




Diketahui  ( ) adalah himpunan kuasa (power set) dari himpunan 
bilangan bulat  . Didefinisikan  
    (   )  (   ) 
   (   ) 
Untuk setiap      ( ). Akan dibuktikan bahwa  ( ) adalah ring. 
Bukti. 
I. ( ( )  ) merupakan grup komutatif. 
i. Berlaku sifat tertutup. 
Ambil sembarang      ( ), sehingga diperoleh 
    (   )  (   )   ( ) 
ii. Berlaku sifat assosiatif 
   (   )    ((   )  (   ))    
                   ((   )  (   ))    ((   )  (   ))    
                    (     )  (     )  (     )  (     ) 




















                     ((   )  (   ))    (   )   
iii. Mempunyai elemen netral yaitu  , karena untuk setiap 
   ( ) terdapat    ( ) sedemikian sehingga 
berlaku 
    (   )  (   )    
    (   )  (   )    
iv. Setiap elemen mempunyai invers, karena untuk setiap 
   ( ) terdapat    ( ) sedemikian sehingga 
berlaku 
    (   )  (   )    
v. Berlaku sifat komutatif. 
    (   )  (   ) 
                 (   )  (   )      
II. Terhadap operasi pergandaan 
i. Berlaku sifat tertutup. 
   (   ) 
ii. Berlaku sifat assosiatif  
(  )  (   )     
                 (   )   (  )                                                                
III. Berlaku hukum distributif. 
              (   )    ((   )  (   )) 
        (  (   ))  (  (   )) 
                              ((   )  (   ))  ((   )  (   )) 
                              (   )  (   )            
         (   )  ((   )  (   ))     
               ((   )   )  ((   )   ) 
                                      ((   )  (   ))  ((   )  (   )) 
          (   )  (   )        
( ( )  ) merupakan grup komutatif, terhadap operasi pergandaan 
terbukti semigrup, dan berlaku hukum distributif. Jadi, terbukti 
bahwa  ( ) merupakan ring. 
 
Definisi 2.3.5 (Ring Komutatif dan Ring dengan Elemen Satuan) 
Misalkan (     ) adalah suatu ring. (     ) disebut ring komutatif 
jika   memenuhi hukum komutatif terhadap operasi pergandaan, 
yaitu untuk setiap     anggota   berlaku 




















(     ) disebut ring dengan elemen satuan, jika terdapat     untuk 
setiap   anggota   sedemikian sehingga 
        
Contoh 2.3.6 
Diberikan ring (      ). Akan dibuktikan (      ) adalah ring 
komutatif dengan elemen satuan. 
Bukti. 
Akan dibuktikan bahwa (      ) adalah ring komutatif dengan 
elemen satuan. 
i. Berlaku hukum komutatif terhadap pergandaan. Untuk 
setiap       berlaku        Misalkan    ̅    ̅ 
diperoleh ( ̅)( ̅)  ( ̅)( ̅)   ̅  Jadi        Dengan 
cara yang sama berlaku untuk setiap     anggota     
berlaku         
ii. Memiliki elemen satuan terhadap pergandaan. Terdapat 
   ̅     untuk setiap   anggota    sedemikian 
sehingga berlaku ( ̅)( )  ( )( ̅)   . 
Jadi terbukti (      ) ring komutatif dengan elemen satuan.  
 
Definisi 2.3.7 (Subring) 
Misalkan (     ) adalah ring dan   adalah himpunan bagian tak 
kosong dari  , maka   disebut subring dari   jika (     ) ring. 
 
Contoh 2.3.8  
Diberikan ring    * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅+. Jika   * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah 
himpunan bagian dari   , maka (     ) merupakan subring dari 
(      ). 
Bukti. 
Akan dibuktikan bahwa himpunan   * ̅  ̅  ̅  ̅+ dengan operasi 
penjumlahan dan pergandaan adalah suatu ring.  
I. Akan dibuktikan bahwa (   ) grup komutatif. 







   ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 




















i. Berlaku sifat tertutup. Terlihat dari Tabel 2.3 bahwa 
untuk setiap   ̅  ̅    berlaku   ̅   ̅    dimana 
    . 
ii. Berlaku sifat assosiatif, yaitu untuk setiap   
 ̅  ̅      berlaku ( ̅   ̅)      ̅  ( ̅    ). 
Ambil sembarang   ̅       ,   ̅       ,  
           dimana      dan        .  
( ̅   ̅)     ((     )  (     ))  
           (     ) 
        (           )  (     )   
                           
       (           ) 
           ̅  (   ̅     ̅)  
         ̅  ( ̅    )  
Jadi ( ̅   ̅)      ̅  ( ̅    ). 
iii. Mempunyai elemen netral, yaitu terdapat  ̅    
untuk setiap   ̅    sedemikian sehingga berlaku 
 ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ 
iv. Setiap elemen mempunyai invers. 
Invers  ̅ adalah  ̅ Invers  ̅ adalah   ̅ 
Invers  ̅ adalah  ̅ Invers  ̅ adalah  ̅ 
v. Berlaku sifat komutatif. Untuk setiap   ̅  ̅    
berlaku   ̅   ̅   ̅   ̅  Ambil sembarang   
 ̅       ,   ̅          dimana      dan 
       . 
 ̅   ̅  (     )  (     )  
          (   )   (     )  
          (   )   (     )  
          (     )  (     )   ̅   ̅         
II. Akan dibuktikan bahwa (   ) merupakan semigrup 
i. Berlaku sifat tertutup. Terlihat dari Tabel 2.3 bahwa 
untuk setiap   ̅  ̅    berlaku   ̅  ̅    dimana 
    . 
ii. Berlaku sifat assosiatif, yaitu untuk setiap  ̅  ̅      
berlaku ( ̅  ̅)    ̅( ̅   ). Ambil sembarang   
 ̅       ,   ̅                     




















( ̅  ̅)   ((     )(     ))(     )  
                       (                   )(     )                
 (                        
                           
                   ) 
      ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ 
      
  ̅( ̅   )  (     )((     )(     )) 
 (     )(                   )   
  (                        
                       
              ) 
      ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ 
      
III. Berlaku hukum distributif. Untuk setiap   ̅  ̅     ,      
berlaku   ̅( ̅    )   ̅ ̅   ̅  dan ( ̅   ̅)    ̅   ̅   
Ambil sembarang   ̅           ̅       ,  
            dimana         . 
 ̅( ̅    )  (     )((     )  (     ))  
    (     )(           )  
                                
                    
    (                   )  (        
                  ) 
   (     )(     )  (     )(     )   
    ̅  ̅   ̅     
( ̅   ̅)   ((     )  (     ))(     )  
                (           )(     )   
                                
                    
 (                   )  (   
                       )  
    (     )(     )  (     )(     )  
     ̅    ̅    
 Jadi  ̅( ̅    )   ̅ ̅   ̅  dan ( ̅   ̅)    ̅   ̅  , 





















Definisi 2.3.9 (Ring Boolean) 
Misalkan   adalah ring.   disebut ring Boolean jika untuk setiap 
    berlaku     . 
 
Contoh 2.3.10 
Diberikan ring (      ). Akan dibuktikan    adalah ring Boolean. 
Bukti. 
Elemen dari    * ̅  ̅+. Berdasarkan Definisi 2.3.9 diperoleh 
 ̅   ̅  dan  ̅
   ̅, sehingga terbukti    adalah ring Boolean. 
 
Contoh 2.3.11 
Diberikan  ( ) berdasarkan Contoh 2.3.4 adalah ring. Akan 
dibuktikan bahwa  ( ) adalah ring Boolean. 
Bukti.  
Akan dibuktikan  ( ) adalah ring Boolean. Untuk setiap    ( ) 
berlaku          . Berdasarkan Definisi 2.3.9 terbukti 
bahwa  ( ) adalah ring Boolean. 
 
2.4 Elemen Khusus dalam Ring 
      Berikut diberikan definisi serta contoh elemen idempoten yang 
dikutip dari Jabbar dan Ahmed (2011), idempoten orthogonal yang 
dikutip dari Akbari, dkk. (2013), ring weakly Boolean, elemen 
nilpoten, UU ring, dan ring exchange  yang dikutip dari  Danchev 
(2017b), elemen unipoten yang dikutip dari Danchev dan Govern 
(2015), serta elemen unit yang dikutip dari Brungs dan Torner 
(1997). 
 
Definisi 2.4.1 (Elemen Idempoten) 
Misalkan   adalah ring dan    .   disebut elemen idempoten pada 
  jika memenuhi     . Himpunan semua elemen idempoten di   
dinotasikan   ( )  
 
Contoh 2.4.2  
Misalkan (      ) adalah ring. Akan ditentukan   (  ). 
Bukti.   
Tabel 2.4 Hasil Kuadrat Elemen di    
   ̅  ̅  ̅  ̅ 




















Berdasarkan Tabel 2.4 diketahui elemen idempoten yang ada di  
  adalah  ̅ dan  ̅, karena  ̅
   ̅  ̅   ̅  Jadi   (  )  * ̅  ̅+  
 
Contoh 2.4.3  
Misalkan (      ) adalah ring. Akan ditentukan   (  ). 
Bukti.  
Tabel 2.5 Hasil Kuadrat Elemen di    
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 2.5 diketahui elemen idempoten yang ada di  
  adalah  ̅ dan  ̅, karena  ̅
   ̅  ̅   ̅  Jadi   (  )  * ̅  ̅+  
 
Contoh 2.4.4  
Misalkan (      ) adalah ring. Akan ditentukan   (  ). 
Bukti.  
  Tabel 2.6 Hasil Kuadrat Elemen di    
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 2.6 diketahui elemen idempoten di    adalah 
 ̅  ̅  ̅, dan  ̅, karena  ̅    ̅   ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅. Jadi 
  (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. 
 
Contoh 2.4.5  
Misalkan (      ) adalah ring. Akan ditentukan   (  ). 
Bukti. 
    Tabel 2.7 Hasil Kuadrat Elemen di    
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 2.7 diketahui elemen idempoten yang ada di    
adalah  ̅ dan  ̅, karena  ̅   ̅  ̅   ̅  Jadi   (  )  * ̅  ̅+  
 
Contoh 2.4.6  
Misalkan (       ) adalah ring. Akan ditentukan   (   ). 
Bukti. 





















Tabel 2.8 Hasil Kuadrat Elemen di     
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  
    ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 
Berdasarkan Tabel 2.8 diketahui elemen idempoten yang ada di     
adalah,   ̅  ̅  ̅  ̅  Jadi   (   )  * ̅  ̅  ̅  ̅+  
 
Contoh 2.4.7  
Diberikan himpunan matriks berordo    , dimana elemennya 
adalah elemen dari   , yaitu 
  {[ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]}    (  ) 
adalah ring. Akan ditentukan   ( ) 
Bukti.   
Tabel 2.9 Hasil Kuadrat Elemen di  
  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] 
   [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] 
 
Berdasarkan Tabel 2.9 diketahui elemen idempoten yang ada di   
adalah [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]   
 
 Jadi   ( )   {[ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
]  [ ̅  ̅
 ̅  ̅
] }  
 
Contoh 2.4.8  
Diberikan  ( ) berdasarkan Contoh 2.3.4 adalah ring. Akan 
ditentukan   ( ( ))  
Bukti. 
Berdasarkan Contoh 2.3.11 diketahui  ( ) adalah ring Boolean, 
sehingga   ( ( ))  *     ( )+  
 
Definisi 2.4.9 (Idempoten Orthogonal) 
Misalkan   adalah ring dan      . Dua elemen idempoten   dan b 























Diberikan ring (      ). Akan ditentukan elemen idempoten 
orthogonal di     
Bukti.    
Berdasarkan Contoh 2.4.5, diketahui elemen idempoten yang ada di 
   adalah  ̅ dan  ̅. Ambil    ̅ dan    ̅, sehingga 
        
 ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ 
Menurut Definisi 2.4.9, terbukti bahwa elemen idempoten di    
merupakan elemen idempoten orthogonal. 
 
Definisi 2.4.11 (Ring Weakly Boolean) 
Misalkan   adalah ring. Ring   disebut weakly Boolean jika untuk 
setiap     berlaku      atau      . 
 
Contoh 2.4.12 
Diberikan ring (      ). Akan dibuktikan    adalah Weakly Boolean 
ring. 
Bukti. 
Elemen dari    * ̅  ̅  ̅+ 
Menurut Definisi 2.4.11, diperoleh  
 ̅   ̅   elemen idempoten 
 ̅   ̅   elemen idempoten 
 ̅   ̅    ̅ atau   ̅    ̅   negatif elemen idempoten 
Jadi, terbukti bahwa    adalah                     
 
Definisi 2.4.13 (Elemen Nilpoten) 
Misalkan   adalah ring dan    .   disebut elemen nilpoten pada   
jika terdapat      sedemikian sehingga     . Himpunan semua 
elemen nilpoten di   dinotasikan dengan    ( ). 
 
Contoh 2.4.14 
Diberikan ring (      ). Akan ditentukan    (  )  
Bukti. 
Menurut Definisi 2.4.13 elemen nilpoten di    adalah  ̅ karena 
 ̅   ̅ dengan      dan  ̅ karena  ̅   ̅ dengan         






















Misalkan (      ) adalah ring. Akan ditentukan    (  )  
Bukti. 
Menurut Definisi 2.4.13 elemen nilpoten di    adalah 
 ̅ karena  ̅   ̅ dengan      
 ̅ karena  ̅   ̅ dengan        
 ̅ karena  ̅   ̅ dengan        
 ̅ karena  ̅   ̅ dengan       .  
Jadi   (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. 
 
Contoh 2.4.16 
Misalkan (       ) adalah ring. Tentukan    (   )  
Bukti. 
Menurut Definisi 2.4.13 elemen nilpoten di     adalah  ̅ karena 
 ̅   ̅ dengan      dan  ̅ karena  ̅   ̅ dengan       . 
Jadi   (   )  * ̅  ̅+. 
 
Contoh 2.4.17 
Diberikan  ( ) berdasarkan Contoh 2.3.4 adalah ring. Akan 
ditentukan    ( ( ))  
Bukti. 
Berdasarkan Definisi 2.4.13 elemen nilpoten di  ( ) adalah  , 
karena      dengan     . Jadi   ( ( ))  * +  
 
Definisi 2.4.18 (Elemen Unipoten) 
Misalkan   adalah ring dengan elemen identitas pergandaan adalah   
dan    .   dikatakan unipoten jika       untuk suatu nilpotent 
   .  
 
Contoh 2.4.19 
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (      ). Akan 
ditentukan elemen unipoten di     
Bukti. 
Berdasarkan Contoh 2.4.15,    (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. Berdasarkan 






















Tabel 2.10 Hasil dari     di    
        
 ̅  ̅ 
 ̅  ̅ 
 ̅  ̅ 
 ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 2.10 diketahui elemen unipoten yang ada di    
adalah  * ̅  ̅  ̅  ̅+. Jadi elemen unipoten di (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+.  
 
Definisi 2.4.20 (Elemen Unit) 
Misalkan   adalah ring komutatif dengan elemen satuan  .   disebut 
unit jika terdapat     sedemikian sehingga        . 
Himpunan semua elemen unit di   dinotasikan  ( )  
 
Contoh 2.4.21 
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (      ). Akan 
ditentukan  (  )  
Bukti. 
                  Tabel 2.11 Operasi pergandaan di    
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 2.11 diperoleh   
( ̅)( ̅)   ̅      
( ̅)( ̅)   ̅.   
Jadi  (  )  * ̅  ̅+.   
     
Contoh 2.4.22 
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (      ). Akan 





















Tabel 2.12 Operasi pergandaan di    
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Elemen satuan di    terhadap operasi ( ) adalah  ̅, sehingga dari 
Tabel 2.12 diperoleh ( ̅)( ̅)   ̅  ( ̅)( ̅)   ̅ ( ̅)( ̅)   ̅  dan 
( ̅)( ̅)   ̅. Jadi  (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. 
 
Contoh 2.4.23 
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (       ). Akan 
ditentukan  (   )  
Bukti.      Tabel 2.13 Operasi pergandaan di     
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅  
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅ 
  ̅̅̅̅   ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Elemen satuan di     terhadap operasi ( ) adalah  ̅, sehingga 
berdasarkan Tabel 2.13 diperoleh ( ̅)( ̅)   ̅  ( ̅)( ̅)   ̅  





















Diberikan  ( ) berdasarkan Contoh 2.3.4 adalah ring. Akan 
ditentukan  ( ( ))  
Bukti. 
Elemen satuan di  ( ) terhadap operasi pergandaan adalah    
sehingga ( )( )         Jadi  ( ( ))  * +   
 
Contoh 2.4.25 
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (      ). Akan 
ditentukan  (  )  
Bukti.    
  Tabel 2.14 Operasi pergandaan di    
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Elemen satuan di    terhadap operasi ( ) adalah  ̅, sehingga 
berdasarkan Tabel 2.14 diperoleh ( ̅)( ̅)   ̅ dan ( ̅)( ̅)   ̅. Jadi 
 (  )  * ̅  ̅+. 
 
Definisi 2.4.26 (UU Ring) 
Misalkan   adalah ring dengan elemen identitas pergandaan adalah 
 .  ( ) adalah himpunan semua elemen unit di   dan    ( ) adalah 
himpunan semua elemen nilpoten di     disebut UU ring jika setiap 
   ( ) dapat ditulis sebagai        dimana      ( ). 
 
Contoh 2.4.27 
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (      ). Akan 
dibuktikan bahwa    merupakan UU Ring. 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 2.4.22, bahwa  (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+ dan 
pada Contoh 2.4.15,    (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. Misalkan    (  ) dan 




























Berdasarkan Tabel 2.15, terlihat bahwa semua hasil penjumlahan 
  ̅    merupakan anggota dari elemen unit di   . Berdasarkan 
Definisi 2.4.26, terbukti bahwa    merupakan UU ring. 
 
Contoh 2.4.28 
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (       ). Akan 
dibuktikan bahwa     bukan merupakan UU Ring. 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 2.4.23, bahwa  (   )  * ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ + 
dan pada Contoh 2.4.16,    (   )  * ̅  ̅+. Misalkan    (   ) 
dan      (   )  sehingga diperoleh 









Berdasarkan Tabel 2.16,   ̅ dan    ̅̅̅̅  bukan merupakan anggota di 
   . Menurut Definisi 2.4.26, terbukti bahwa     bukan UU ring. 
 
Definisi 2.4.29 (Ring Exchange) 
Sebuah Ring   disebut exchange jika untuk setiap    , terdapat 
    ( ) sedemikian sehingga      dan     (   ) . 
 
Contoh 2.4.30 
Diberikan ring (      ). Akan dibuktikan bahwa    ring exchange. 
Bukti. 
Berdasarkan Contoh 2.4.3, elemen idempoten di    adalah * ̅  ̅+, 
sehingga  
 
   ̅    
 ̅  ̅   ̅ 
 ̅  ̅   ̅ 
 ̅  ̅   ̅ 
 ̅  ̅   ̅ 
   ̅    
 ̅  ̅   ̅ 
 ̅   
 ̅  ̅   ̅ 




















Tabel 2.17 Hasil dari     (   )  di    
Berdasarkan Definisi 2.4.28, dapat disimpulkan    ring exchange. 
 
2.5 Ideal 
      Berikut diberikan definisi serta contoh ideal, ideal maksimal, 
ideal prima yang dikutip dari Andari (2014), radikal prima, nil 
radikal atas, J-primal, 2-primal, dan J-reduced yang dikutip Danchev 
(2017b), radikal Jacobson yang dikutip dari Puguh, dkk. (2014), serta 
nil ideal dan nil radikal bawah yang dikutip dari Kwak, dkk. (2018). 
 
Definisi 2.5.1 (Ideal) 
Misalkan   adalah ring.   adalah himpunan tak kosong dan 
himpunan bagian di  .   disebut ideal jika dan hanya jika  
i. Untuk setiap      , berlaku       
ii. Untuk setiap                 
a.      disebut ideal kiri 
b.      disebut ideal kanan 
c.     dan      disebut ideal dua sisi 
 
Contoh 2.5.2 
Diberikan ring komutatif (      ).   * ̅  ̅+ adalah himpunan 
bagian di   . Akan ditunjukkan   adalah ideal dua sisi di     
Bukti. 
Berdasarkan Definisi 2.5.1, diperoleh 
i. Untuk setiap       berlaku        
 
         (  )        ̅     ̅    ( ̅   )  ( ̅   )   
   ̅ 
   ̅  ̅   ̅    ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅   
   ̅  ̅   ̅    ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅   
   ̅    ̅  ̅   ̅    ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅   
   ̅ 
   ̅  ̅   ̅    ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅   
   ̅  ̅   ̅    ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅   
   ̅ 
   ̅  ̅   ̅    ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅   
   ̅  ̅   ̅    ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅   
   ̅ 
   ̅  ̅   ̅    ̅   ̅  ̅   ̅  ̅   ̅   

























ii. Untuk setiap          berlaku      dan       
                   Tabel 2.19 Hasil dari    
          
 ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
Beradasarkan Tabel 2.18, terlihat bahwa       dan berdasarkan 
Tabel 2.19, terlihat bahwa      dan     . Berdasarkan Definisi 
2.5.1 terbukti   adalah ideal dua sisi di     
 
Definisi 2.5.3 (Ring Faktor) 
Misalkan   adalah ring.   adalah ideal di  .     adalah himpunan 
semua koset-koset dari   di   dan didefinisikan: 
i. (   )  (   )  (   )    
ii.      (   )(   )  (  )    
iii.               (   )      , dengan      . 
Dengan operasi seperti di atas, maka     disebut ring faktor atau 
ring klas residu atau ring quotient. 
 
Contoh 2.5.4  
Diberikan ring (      ).    * ̅  ̅+ adalah ideal di   .  
     * ̅     ̅     ̅   + adalah himpunan koset-koset dari   di 




   ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 




















Tabel 2.20 Operasi Penjumlahan dan Pergandaan pada      
   ̅     ̅     ̅    
 ̅     ̅     ̅     ̅    
 ̅     ̅     ̅     ̅    
 ̅     ̅     ̅     ̅    
 
   ̅     ̅     ̅    
 ̅     ̅     ̅     ̅    
 ̅     ̅     ̅     ̅    
 ̅     ̅     ̅     ̅    
 
Berdasarkan Tabel 2.20 akan dibuktikan      ring. 
Ambil           . 
   ̅    ,    ̅        ̅   . 
I. (      ) grup komutatif 
i. Tertutup 
    ( ̅   )  ( ̅   )  
    ̅   ̅      
           ̅          
ii. Assosiatif 
(   )    (( ̅   )  ( ̅   ))  ( ̅   )   
 ( ̅   ̅)    ( ̅   ) 
           ( ̅   ̅)   ̅     
            ̅  ( ̅   ̅)     
           ( ̅   )  (( ̅   )  ( ̅   ))  
iii. Mempunyai elemen netral, yaitu  ̅    karena 
( ̅   )  ( ̅   )  ( ̅   ̅)       
      ̅     
( ̅   )  ( ̅   )  ( ̅   ̅)       
      ̅     
iv. Setiap elemen mempunyai invers 
Dari Tabel 2.20 dapat dilihat bahwa 
Invers dari  ̅    adalah  ̅    
Invers dari  ̅    adalah  ̅    























    ( ̅   )  ( ̅    )  
          ( ̅   ̅)     
 ( ̅   ̅)     
 ( ̅   )  ( ̅    )       
II. (      ) semigrup 
i. Tertutup 
    ( ̅   )  ( ̅   )   ̅          
ii. Assosiatif 
  (   )    (( ̅   )  ( ̅   ))  ( ̅   )   
 (( ̅   ̅)   )  ( ̅   ) 
         ( ̅   ̅)   ̅     
             ̅  ( ̅   ̅)     
            ( ̅   )  (( ̅   )  ( ̅   ))  
            (   )  
III.  Berlaku hukum distributif 
     (   )  ( ̅   )  (( ̅   )  ( ̅   )) 
     ( ̅   )  (( ̅   ̅)   )   
     ( ̅  ( ̅   ̅)   ) 
     (( ̅   ̅   ̅   ̅)   )  
     ( ̅   ̅   )  ( ̅   ̅   )  
     ( ̅   )  ( ̅   )  ( ̅   )  ( ̅   )  
     (   )  (   )  
  (   )  (( ̅   )  ( ̅   ))  ( ̅   ) 
     (( ̅   ̅)   )  ( ̅   )   
     (( ̅   ̅)   ̅   )  
     (( ̅   ̅   ̅   ̅)   )  
     ( ̅   ̅   )  ( ̅   ̅   )  
     ( ̅   )  ( ̅   )  ( ̅   )  ( ̅   )  
     (   )  (   )  
Jadi      merupakan ring. 
 
Definisi 2.5.5 (Ideal Maksimal) 
Suatu ideal  di dalam ring   disebut maksimal bila dan hanya bila  
i.     dan 






















Diberikan ring komutatif (      ).   * ̅  ̅+ dan   * ̅+ masing-
masing merupakan ideal di     Akan ditentukan semua ideal 
maksimal di     
Bukti. 
Berdasarkan Definisi 2.5.5 diperoleh   * ̅  ̅+ adalah ideal 
maksimal di     karena   tidak termuat dalam ideal lainnya selain 
dirinya sendiri dan     sedangkan   bukan ideal maksimal karena   
termuat di dalam  . 
 
Contoh 2.5.7 
Diberikan ring komutatif (      ).   * ̅  ̅  ̅  ̅+ dan  
  * ̅  ̅+ masing-masing merupakan ideal di     Akan ditentukan 
semua ideal maksimal di     
Bukti. 
Berdasarkan Definisi 2.5.5 diperoleh   * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah ideal 
maksimal di     karena   tidak termuat dalam ideal lainnya selain 
dirinya sendiri dan     sedangkan   bukan ideal maksimal karena   
termuat di dalam  . 
 
Contoh 2.5.8 
Diberikan ring komutatif (       ).   * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ +,  
  * ̅  ̅  ̅  ̅+  dan   * ̅  ̅  ̅+ masing-masing merupakan ideal di 
     Akan ditentukan semua ideal maksimal di      
Bukti. 
Berdasarkan Definisi 2.5.5 diperoleh   * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ + dan 
  * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah ideal maksimal di      karena   dan   tidak 
termuat dalam ideal lainnya selain dirinya sendiri dan      
sedangkan   bukan ideal maksimal karena   termuat di dalam  . 
 
Definisi 2.5.9 (Ideal Prima) 
Misalkan   adalah ring.   adalah ideal di  .   disebut ideal prima 
jika     , maka     atau     untuk setiap      . 
 
Contoh 2.5.10 
Misalkan (     ) ring komutatif.      adalah ideal di  . Akan 





















Pilih        dan         diperoleh 
            
Berdasarkan kontraposisi dari Definisi 2.5.9, yaitu jika     dan 




Diberikan ring komutatif (       ).   * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ +,  
  * ̅  ̅  ̅  ̅+ masing-masing merupakan ideal di       Akan 
dibuktikan bahwa   dan   merupakan ideal prima. 
Bukti. 
I.   * ̅  ̅  ̅  ̅+ merupakan ideal di    . Akan dibuktikan bahwa 
  ideal prima 
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
Berdasarkan Definisi 2.5.9, terbukti bahwa   merupakan ideal 
prima. 
II.   * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ + merupakan ideal di    . Akan dibuktikan 
bahwa   ideal prima 
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
  ̅̅̅̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
Berdasarkan Definisi 2.5.9, terbukti bahwa   merupakan ideal prima. 
 
Contoh 2.5.12 
Diberikan ring komutatif (      ).   * ̅  ̅  ̅  ̅+ merupakan ideal 
di      Akan dibuktikan bahwa   merupakan ideal prima. 
Bukti. 
  * ̅  ̅  ̅  ̅+ merupakan ideal di   . Akan dibuktikan bahwa   
ideal prima 
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    




















 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
 ̅      ̅   ̅   ̅    atau   ̅    
Berdasarkan Definisi 2.5.9, terbukti bahwa   merupakan ideal prima. 
 
Definisi 2.5.13 (Radikal Prima)  
Misalkan   adalah ring. Radikal prima di   dinotasikan  ( ) adalah 
irisan dari semua ideal prima di dalam  . 
 
Contoh 2.5.14 
Diberikan ring komutatif (      ).   * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah ideal di 
     Akan ditentukan  (  ). 
Bukti.  
Telah diketahui pada Contoh 2.5.12 bahwa ideal prima di    adalah 
  * ̅  ̅  ̅  ̅+. Berdasarkan Definisi 2.5.13,   * ̅  ̅  ̅  ̅+ juga 
merupakan radikal primal di    Jadi,  (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+  
 
Contoh 2.5.15 
Diberikan ring komutatif (       ).   * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ + dan 
  * ̅  ̅  ̅  ̅+. adalah ideal di    . Akan ditentukan  (   ). 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 2.5.11 bahwa ideal prima di     adalah 
  * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ + dan   * ̅  ̅  ̅  ̅+. Berdasarkan Definisi 
2.5.13 diperoleh 
    * ̅  ̅+ 
Jadi,  (   )  * ̅  ̅+. 
 
Definisi 2.5.16 (Radikal Jacobson) 
Misalkan   adalah ring. Radikal Jacobson di   dinotasikan  ( ) 
adalah irisan dari semua ideal maksimal dalam    
 
Contoh 2.5.17 
Diberikan adalah ring komutatif (      ).   * ̅  ̅+ adalah ideal di 
    Akan ditentukan  (  ). 
Bukti. 
Berdasarkan Contoh 2.5.6, diketahui bahwa ideal maksimal di    
adalah    * ̅  ̅+, sehingga radikal Jacobson di    adalah  






















Diberikan ring komutatif (      ).   * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah ideal di 
    Akan ditentukan  (  ). 
Bukti. 
Berdasarkan Contoh 2.5.7, diketahui bahwa ideal maksimal di    
adalah   * ̅  ̅  ̅  ̅+, sehingga  (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. 
 
Contoh 2.5.19 
Diberikan ring komutatif (       ).   * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ +,  
  * ̅  ̅  ̅  ̅+   * ̅  ̅  ̅+  dan   * ̅  ̅+ adalah semua ideal di 
     Akan ditentukan  (   ). 
Bukti.  
Telah diketahui pada Contoh 2.5.8 bahwa ideal maksimal di     
adalah   dan  . Berdasarkan Definisi 2.5.16 diperoleh 
    * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ +  * ̅  ̅  ̅  ̅+  * ̅  ̅+ 
Jadi,  (   )  * ̅  ̅+. 
 
Definisi 2.5.20 (Ideal Nil) 
Misalkan   adalah ring dan   adalah ideal di  .   adalah ideal nil 




Misalkan (      ) adalah ring.   * ̅  ̅+ dan   * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah 
ideal di     Akan dibuktikan   dan    merupakan ideal nil di     
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 2.4.15 bahwa  elemen nilpotent di    
adalah   (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+, sehingga menurut Definisi 2.5.20  
terbukti bahwa   * ̅  ̅+ dan   * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah ideal nil di     
 
Definisi 2.5.22 (Nil Radikal Atas) 
Misalkan   adalah ring. Nil radikal atas dari   yang dinotasikan 
    ( ) didefinisikan sebagai jumlah semua ideal nil dua sisi di  . 
Dengan demikian     ( ) adalah ideal nil terbesar di  . 
 
Contoh 2.5.23 
Misalkan (      ) adalah ring.   * ̅  ̅+ dan    * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah 





















Telah diketahui pada Contoh 2.5.21 bahwa   * ̅  ̅+ dan  
  * ̅  ̅  ̅  ̅+ adalah ideal nil di   . Berdasarkan Definisi 2.5.22, 
diperoleh 
            (  )       
 * ̅  ̅+  * ̅  ̅  ̅  ̅+  
               * ̅  ̅  ̅  ̅+ 
Jadi, nil radikal atas di    adalah   
 (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+  
 
Definisi 2.5.24 (Nil Radikal Bawah) 
Misalkan   adalah ring. Nil radikal bawah dari   yang dinotasikan 
    ( ) didefinisikan sebagai irisan atau perpotongan dari semua 
ideal prima di  . 
 
Contoh 2.5.25 
Diberikan ring (       ).   * ̅  ̅  ̅  ̅+ dan   * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ + 
adalah ideal di    . Akan ditentukan nil radikal bawah di    . 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 2.5.11 bahwa ideal prima di     adalah 
  * ̅  ̅  ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ + dan   * ̅  ̅  ̅  ̅+. Berdasarkan Definisi 
2.5.24  diperoleh     * ̅  ̅+. Jadi,    (   )  * ̅  ̅+. 
 
Definisi 2.5.26 (J-primal) 
Misalkan   adalah ring. Ring   disebut  J-primal jika radikal prima 
 ( ) sama dengan radikal Jacobson  ( ). 
 
Contoh 2.5.27 
Diberikan ring komutatif (      ). Akan dibuktikan bahwa    
merupakan J-Primal. 
Bukti. 
Telah diketahui dari Contoh 2.5.14 bahwa  (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+ dan 
dari Contoh 2.5.18,  (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. Berdasarkan Definisi 2.5.26 


























Telah diketahui dari Contoh 2.5.15 bahwa  (   )  * ̅  ̅+ dan dari 
Contoh 2.5.19,  (   )  * ̅  ̅+. Berdasarkan Definisi 2.5.26 terbukti 
 (   )   (   ), sehingga terbukti bahwa     merupakan J-Primal. 
 
Definisi 2.5.29 (2-primal) 
Misalkan   adalah ring. Ring   disebut  2-primal jika radikal prima 
 ( ) sama dengan elemen nilpoten   ( ). 
 
Contoh 2.5.30 
Diberikan ring komutatif (       ). Akan dibuktikan bahwa     
merupakan 2-primal. 
Bukti. 
Telah diketahui dari Contoh 2.5.15 bahwa  (   )  * ̅  ̅+ dan dari 
Contoh 2.4.16 bahwa    (   )  * ̅  ̅+. Berdasarkan Definisi 2.5.29 
terbukti bahwa  (   )     (   ), sehingga dapat disimpulkan 
bahwa     merupakan 2-primal. 
 
Definisi 2.5.31 (J-Reduced) 
Misalkan   adalah ring.   ( ) adalah radikal Jacobson dan    ( ) 
adalah elemen nilpoten.   disebut J-reduced jika    ( )   ( )  
 
Contoh 2.5.32 
Diberikan  ring (       ). Akan dibuktikan bahwa (       ) adalah 
J-reduced. 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 2.4.16 bahwa    (   )  * ̅  ̅+. Pada 
Contoh 2.5.19, diketahui bahwa  (   )  * ̅  ̅+, sehingga 
   (   )   (   )  Berdasarkan Definisi 2.5.31, terbukti bahwa 
(       ) adalah J-reduced. 
 
Contoh 2.5.33 
Diberikan  ring (      ). Akan dibuktikan bahwa (      ) adalah  
J-reduced. 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 2.4.15 bahwa    (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. 
Pada Contoh 2.5.18, diketahui bahwa  (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+. 




















2.6 Ring Clean  
      Berikut diberikan definisi yang berkaitan dengan ring clean dan 
ring strongly clean yang dikutip dari Danchev (2017b), serta ring 
weakly clean yang dikutip dari Danchev dan Govern (2015). 
 
Definisi 2.6.1 (Ring Clean dan Ring Strongly Clean) 
Misalkan   adalah ring.   disebut clean jika untuk setiap     
terdapat    ( ) dan     ( ) sedemikian sehingga        
Jika kondisi komutatif       terpenuhi, maka ring clean   
dikatakan strongly clean. 
 
Contoh 2.6.2  
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (      ). Akan 
dibuktikan    merupakan ring clean. 
Bukti. 
Dibuktikan bahwa untuk setiap      dapat ditulis       
dimana    (  ) dan     (  )  Telah diketahui dari Contoh 
2.4.5,    (  )  * ̅  ̅+ dan pada Contoh 2.4.22, diketahui bahwa 
 (  )  * ̅  ̅  ̅  ̅+ 
 
Tabel 2.21 Hasil dari     di    
 
 
Berdasarkan Tabel 2.21 diketahui semua elemen di    merupakan 
hasil dari penjumlahan elemen idempoten dan unit di     Jadi 
terbukti    adalah ring clean. 
 
Contoh 2.6.4 
Misalkan (       ) adalah ring komutatif dengan elemen satuan. 
Akan dibuktikan     merupakan ring strongly clean. 
Bukti. 
          
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 




















Telah diketahui dari Contoh 2.4.23 bahwa elemen unit di     
 (   )  * ̅  ̅  ̅   ̅̅̅̅ + dan dari Contoh 2.4.6,   (   )  * ̅  ̅  ̅  ̅+  
Akan dibuktikan bahwa     ring clean. Berdasarkan Definisi 2.6.1 
diperoleh 
Tabel 2.22 Hasil dari     dan       di     
                
  ̅̅̅̅   ̅  ̅   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅  
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
  ̅̅̅̅   ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅ 
 ̅  ̅   ̅̅̅̅   ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 2.22 diketahui semua elemen di     merupakan 
hasil dari penjumlahan elemen idempoten dan unit di      Jadi 
terbukti     adalah ring clean. Berdasarkan Tabel 2.22 diketahui 
bahwa kondisi komutatif       dipenuhi, sehingga dapat 
disimpulkan bahwa     adalah ring strongly clean. 
 
Contoh 3.1.5 
Misalkan   *         + adalah ring. Akan dibuktikan   bukan 
ring clean. 
Bukti. 
Elemen unit di   adalah  ( )  *    +.  
Elemen idempoten di   adalah   ( )  *   +.  
Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh  
       
       *    +  *   + 




















Diketahui bahwa hasil dari penjumlahan elemen idempoten dan 
elemen unit di   tidak memuat semua elemen di    Jadi terbukti 
bahwa   bukan merupakan ring clean. 
 
Definisi 2.6.5 (Ring Weakly Clean) 
Misalkan   adalah ring    disebut ring weakly clean jika untuk 
setiap     dapat ditulis       atau       dimana 
   ( ) dan     ( ). 
 
Contoh 2.6.6  
Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (      ). Akan 
dibuktikan    merupakan ring weakly clean. 
Bukti.  
Telah diketahui pada Contoh 2.6.2 bahwa (      ) adalah ring clean, 
dengan elemen unit di    adalah  (  )  { ̅  ̅  ̅  ̅} dan elemen 
idempoten di    adalah   (  )  * ̅  ̅+. Berdasarkan Definisi 2.6.4 
diperoleh 
                             Tabel 2.23 Hasil dari     di    
          
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
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 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 2.23 diketahui semua elemen di    merupakan 
hasil dari selisih elemen idempoten dan unit di   . Jadi terbukti    

























Pada bab ini dibahas teorema dan lemma mengenai ring semi 
Boolean.  
 
3.1 Ring Semi Boolean  
     Berikut diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan ring 
semi Boolean, ring strongly semi Boolean dan  ring weakly semi 
Boolean yang dikutip dari Danchev (2017b). 
 
Definisi 3.1.1 (Ring Semi Boolean dan Ring Strongly Semi 
Boolean) 
Misalkan         adalah ring.   disebut semi Boolean jika untuk 
setiap     terdapat        dan       ) sedemikian sehingga 
       Jika kondisi komutatif       terpenuhi, maka ring semi 
Boolean di   dikatakan strongly semi Boolean. 
 
Contoh 3.1.2 
Diberikan ring         . Akan dibuktikan    merupakan suatu ring 
strongly semi Boolean  
Bukti. 
Telah diketahui dari Contoh 2.5.17,         ̅  ̅  dan dari Contoh 
2.4.2,          ̅  ̅   Berdasarkan Definisi 3.1.1 diperoleh 
Tabel 3.1 Hasil dari     dan       di    
                
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 3.1, diketahui semua elemen di    merupakan 
hasil dari penjumlahan elemen idempoten dan radikal Jacobson di 
    Jadi terbukti    adalah ring semi Boolean. Berdasarkan Tabel 3.1 
diketahui bahwa kondisi komutatif       dipenuhi, sehingga dapat 























Diberikan ring         . Akan dibuktikan    bukan merupakan ring 
semi Boolean  
Bukti. 
Telah diketahui dari Contoh 2.4.4,          ̅  ̅  ̅  ̅  dan  
        ̅ . Berdasarkan Definisi 3.1.1 diperoleh  
Tabel 3.2 Hasil dari     di    
          
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
     ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
     ̅ 
Berdasarkan Tabel 3.2, diketahui hasil dari penjumlahan elemen 
idempoten dan radikal Jacobson di    tidak memuat semua elemen 
di   . Jadi terbukti bahwa    bukan merupakan ring semi Boolean. 
 
Contoh 3.1.4 
Diberikan ring         . Akan dibuktikan    merupakan ring semi 
Boolean  
Bukti.    
Telah diketahui dari Contoh 2.5.18,           ̅  ̅  ̅  ̅  dan dari 
Contoh 2.4.5,          ̅  ̅   Berdasarkan Definisi 3.1.1 diperoleh 
Tabel 3.3 Hasil dari     di    
          
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
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Berdasarkan Tabel 3.2, diketahui elemen di    merupakan hasil dari 
penjumlahan elemen idempoten dan radikal Jacobson di   . Jadi 
terbukti bahwa    merupakan ring semi Boolean. 
 
Definisi 3.1.5 (Ring Weakly Semi Boolean) 
Misalkan   adalah ring.   disebut weakly semi Boolean  jika untuk 
setiap     dapat ditulis sebagai       atau       dimana 
       dan          
 
Contoh 3.1.6 
Diberikan ring         . Akan dibuktikan    bukan merupakan ring 
weakly semi Boolean. 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 3.1.3 bahwa    bukan merupakan ring 
semi Boolean, sehingga berdasarkan Definisi 3.1.5, terbukti bahwa 
   juga bukan merupakan ring weakly semi Boolean. 
 
Contoh 3.1.7 
Diberikan ring         . Akan dibuktikan    merupakan ring weakly 
semi Boolean. 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 3.1.4 bahwa    adalah ring semi 
Boolean, dengan radikal Jacobson di    adalah          ̅  ̅  ̅  ̅  
dan elemen idempoten di    adalah          ̅  ̅ . Berdasarkan 
Definisi 3.1.5 diperoleh 
Tabel 3.4 Hasil dari     di    
          
 ̅  ̅  ̅ 
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 ̅  ̅  ̅ 
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Berdasarkan Tabel 3.3 diketahui semua elemen di    merupakan 
hasil dari selisih radikal Jacobson dan elemen idempoten di   . Jadi 
terbukti    adalah ring weakly semi Boolean. 
 
Contoh 3.1.8 
Misalkan   adalah ring.        . Akan dibuktikan  
              merupakan ring. 
Bukti. 
Ambil            
      ,        ,        .           . 
Akan dibuktikan     merupakan ring. 
I.         grup komutatif 
i. Tertutup 
               
                                    
ii. Assosiatif  
                          
 (          )        
                  
                  
  (          )   
                 
                  
                   
                    
                           
iii. Mempunyai elemen netral  
Elemen netral di   adalah          .  
Akan ditunjukkan bahwa       merupakan elemen netral 
terhadap penjumlahan. 
                             
                                                   
                                               
                                                   
iv. Setiap elemen mempunyai invers 
Misalkan   adalah invers dari   sedemikian sehingga berlaku 





















                    
                
                             
 (          )                  
    (        )     (       )   
                     
                        
                
Invers dari        adalah          . 
v. Komutatif 
               
                      
                  
                  
                   
                     
Kesimpulan         merupakan grup komutatif. 
 
II.         semigrup 
i. Tertutup 
                  
                   
               
Jika        , maka      sehingga          Terbukti 
        tertutup. 
ii. Assosiatif 
                             
                    
                             
 Untuk setiap         sehingga     dan           , 
maka berlaku hukum assositif terhadap operasi pergandaan. 
 
III. Berlaku hukum distributif 
                        
               (          )      
                   




















  (        ) 
      
  (        )      
                    
                   
     
         
      
                            
 
                        
                     
                    
                       
       
             
                   
                     
                    
       
         
      
                              
Terbukti bahwa     merupakan ring. 
 
Definisi 3.1.9 (Ring Corner) 
Misalkan   adalah ring.       adalah elemen idempoten di                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         
    disebut ring corner jika terdapat        . Dapat ditulis dalam 
bentuk 
              
Contoh 3.1.10 
Diberikan ring         . Akan ditunjukkan bahwa    merupakan 
ring corner. 
Bukti. 
Berdasarkan Contoh 2.4.5 diketahui bahwa          ̅  ̅   
sehingga diperoleh 
 ̅   ̅    ̅   
 ̅   ̅      
Jadi, ring corner dari    adalah   ̅  dan    . 
 
Contoh 3.1.11 






















Berdasarkan Contoh 2.4.3 diketahui bahwa          ̅  ̅  sehingga  
diperoleh 
 ̅   ̅    ̅   
 ̅   ̅      
Jadi, ring corner dari    adalah   ̅  dan   . 
 
Contoh 3.1.12 
Diberikan ring        . Akan ditunjukkan bahwa   merupakan ring 
corner. 
Bukti. 
Elemen idempoten di   adalah         ̅  ̅  sehingga  
diperoleh 
 ̅  ̅    ̅   
 ̅  ̅     
Jadi, ring corner dari   adalah   ̅  dan  . 
 
3.2 Ring Nil Clean  
      Berikut diberikan definisi dan contoh mengenai ring nil clean 
dan ring strongly nil clean yang dikutip dari Danchev (2017b), serta 
ring weakly nil clean yang dikutip dari Danchev dan Govern (2015). 
 
Definisi 3.2.1 (Ring Nil Clean dan Ring Strongly Nil clean) 
Misalkan   adalah ring.   disebut nil clean jika untuk setiap     
terdapat          dan       ) sedemikian sehingga        
Jika kondisi komutatif       terpenuhi, maka ring nil clean   
dikatakan strongly nil clean. 
 
Contoh 3.2.2 
Diberikan ring         . Akan dibuktikan    merupakan ring 
strongly nil clean. 
Bukti. 
Telah diketahui dari Contoh 2.4.14, diketahui bahwa  
          ̅  ̅  dan dari Contoh 2.4.2,          ̅  ̅   























Tabel 3.5 Hasil dari     dan       di    
                
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 3.5 diketahui semua elemen di    merupakan 
hasil dari penjumlahan elemen nilpoten dan elemen idempoten di     
Jadi terbukti    adalah ring nil clean. Berdasarkan Tabel 3.5 
diketahui bahwa kondisi komutatif       dipenuhi, sehingga 
dapat disimpulkan bahwa    adalah ring strongly nil clean. 
 
Contoh 3.2.3 
Diberikan ring         . Akan dibuktikan    ring nil clean. 
Bukti. 
Dibuktikan bahwa untuk setiap      dapat ditulis sebagai  
      dimana           dan           Telah diketahui 
pada Contoh 2.4.15,           ̅  ̅  ̅  ̅  dan pada Contoh 2.4.5 
         ̅  ̅ . 
                             Tabel 3.6  Hasil dari     di    
          
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
Berdasarkan Tabel 3.6 diketahui semua elemen di    merupakan 
hasil dari penjumlahan elemen nilpotent dan idempoten di     Jadi 
terbukti    adalah ring nil clean. 
 
Contoh 3.2.4 
Diberikan      berdasarkan Contoh 2.3.4 adalah ring. Akan 





















Akan dibuktikan bahwa untuk setiap        dapat ditulis sebagai 
jumlahan dari elemen nilpoten dan elemen idempoten di     . 
Berdasarkan Contoh 2.3.11,      adalah ring Boolean, sehingga 
untuk setiap        juga merupakan elemen idempoten. Telah 
diketahui pada Contoh 2.4.17 bahwa   (    )       sehingga  
                  
                   
Jadi, terbukti bahwa      merupakan ring nil clean. 
 
Definisi 3.2.5 (Ring Weakly Nil Clean) 
Misalkan   adalah ring    disebut ring weakly nil clean jika untuk 
setiap     dapat ditulis sebagai       atau       dimana 
         dan        . 
 
Contoh 3.2.6 
Diberikan ring         . Akan dibuktikan    merupakan ring weakly 
nil clean. 
Bukti. 
Telah diketahui pada Contoh 3.2.3 bahwa          adalah ring nil 
clean, dengan          ̅  ̅  ̅  ̅  dan          ̅  ̅  









Berdasarkan Tabel 3.7 diketahui semua elemen di    merupakan 
hasil selisih dari elemen nilpotent dan idempoten di     dan pada 
Tabel 3.7 diketahui semua elemen di    merupakan hasil dari 
jumlahan elemen nilpoten dan idempoten di      Jadi terbukti    
adalah ring weakly nil clean. 
          
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
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3.3 Sifat-Sifat Ring Corner Semi Boolean  
      Berikut diberikan lemma yang berkaitan dengan sifat-sifat ring 
corner semi Boolean yang dikutip dari paper yang berjudul Semi 
Boolean Corner Ring oleh Danchev (2017b). 
 
Lemma 3.3.1 
Jika   adalah ring dengan         serta     dan  
            adalah ring Boolean, maka   adalah ring nil clean. 
Bukti. 
Untuk setiap      berlaku persamaan 
                                  
Perhatikan bahwa         dan  
                        
Kedua persamaan merupakan idempoten orthogonal, sedangkan 
        dan         merupakan elemen nilpoten dari orde 2, 
karena  
[       ]          
                     
        [       ]  
Ambil 
                  
dan 
                          
terlihat bahwa     . 
Berdasarkan kedua asumsi 
                          
dan 
              
adalah elemen idempoten, sehingga   juga merupakan elemen 
idempoten yang menjadi penjumlahan dari dua elemen idempoten 
orthogonal, sehingga       atau           
                                      
Jadi,               
Mengingat bahwa     , karena   adalah elemen yang berasal dari 
penjumlahan dua ring Boolean, yaitu 
              
dan 




















persamaan              ekivalen untuk         ,  
             Perhatikan bahwa  
  [             ]
 [                         ]     
dimana            
 
                                   
dan 
                             
                                
adalah elemen idempotent dengan zero product              , 
sehingga dapat disimpulkan bahwa          adalah elemen 
idempoten.  
       




Diberikan ring    dengan          serta      dan  
             adalah ring Boolean. Akan dibuktikan    adalah 
ring nil clean. 
Bukti. 
Berdasarkan Definisi 2.4.1, elemen idempoten di    adalah 
         ̅  ̅ .  
i. Akan dibuktikan      ring Boolean.  
 
 
Tabel 3.8 Hasil Kuadrat di      





 ̅  ̅ 




 ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 
Berdasarkan Tabel 3.8, terlihat bahwa  
      
        Menurut Definisi 2.3.9, terbukti bahwa 
     ring Boolean. 






















Tabel 3.9 Hasil Kuadrat di              





 ̅  ̅ 




 ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅ 
 
Berdasarkan Tabel 3.9, terlihat bahwa  
            
                Menurut Definisi 
2.3.9, terbukti bahwa              ring Boolean. 
Telah diketahui dari i dan ii bahwa      dan              
adalah ring Boolean. Berdasarkan Lemma 3.3.1, terbukti bahwa    
adalah ring nil clean. 
 
Teorema 3.3.3 
Jika   adalah ring dengan         serta     dan  
            adalah ring semi-Boolean, maka        adalah 
ring nil-clean. 
Bukti. 
Untuk setiap         disimpulkan bahwa ring faktor dari  
          , dapat ditulis  
                        
                     
 adalah ring Boolean dari suatu elemen idempoten dimana  
          atau       . Berdasarkan Lemma  3.3.1, terbukti  
bahwa        adalah nil clean. 
 
Contoh 3.3.4 
Diberikan ring    dengan          serta      dan  
             adalah ring semi Boolean. Akan dibuktikan 
         adalah ring nil clean. 
Bukti. 
Ambil         . Berdasarkan Contoh 2.4.2, diketahui bahwa 























Tabel 3.10 Hasil dari      dan              
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Berdasarkan Tabel 3.10, diketahui semua elemen di    merupakan 
hasil dari perkalian      dan             , sehingga untuk 
membuktikan bahwa      dan              ring semi 
Boolean, cukup dengan membuktikan bahwa    ring semi Boolean. 
Telah dibuktikan pada Contoh 3.1.2 bahwa    ring semi Boolean, 
sehingga berdasarkan Teorema 3.3.3 terbukti bahwa           
adalah ring nil clean. 
 
Lemma 3.3.5 
Untuk setiap ring   dan masing-masing idempoten    berlaku 
persamaan 
              
Bukti. 
Perhatikan bahwa jika   adalah ideal prima dari    maka  
        atau     adalah ideal prima dari    .        adalah 
perpotongan dari beberapa ideal prima dari      sehingga 
perpotongan ideal prima disebut ideal semiprima dari     dan dapat 
ditulis                Untuk menunjukkan bahwa pernyataan 
sebaliknya valid, cukup dengan membuktikan bahwa          
untuk setiap ideal prima   dari      Akan dibuktikan bahwa 
      untuk suatu ideal prima   dari  . Perhatikan bahwa 
         adalah adalah tidak kosong, dan untuk setiap      , 
terdapat suatu       sedemikian sehingga      . Perhatikan 
bahwa   adalah disjoin dari ideal       Diberikan       ideal 




















adalah disjoin dari    maka         dan mengakibatkan 
     . 
 
Contoh 3.3.6 
Diberikan ring    dengan         . Akan dibuktikan bahwa 
                
Bukti. 
Telah diketahui dari Contoh 3.1.10 bahwa semua elemen di       
merupakan anggota elemen di   , sehingga  
               
Akan dibuktikan bahwa              . Berdasarkan Contoh 
2.5.14, diketahui bahwa         ̅  ̅  ̅  ̅  dan pada Contoh 2.4.5, 
diketahui bahwa          ̅  ̅ , sehingga 
                    
         ̅   ̅   ̅   ̅       
         ̅   ̅   ̅   ̅     
         ̅   ̅   ̅   ̅     
         ̅   ̅   ̅   ̅            
         ̅   ̅   ̅   ̅  
         ̅   ̅   ̅   ̅  
         ̅   ̅   ̅   ̅  
         ̅   ̅   ̅   ̅  
Jadi, terbukti bahwa              , sehingga dapat disimpulkan 
bahwa  
              
                  
 
Akibat 3.3.7 
Jika   adalah ring J-primal, maka ring corner     merupakan ring J-
primal untuk setiap   merupakan anggota elemen idempoten di  . 
Bukti.  
Berdasarkan Lemma 3.3.5, diketahui bahwa 
              
Berdasarkan Definisi 2.5.26, diperoleh 
              
               
Jadi, terbukti bahwa untuk setiap elemen idempoten   dari ring 





















Diberikan     berdasarkan Contoh 2.5.28 adalah ring J-primal, maka 
ring corner       adalah ring J-primal untuk setiap   merupakan 
anggota elemen idempoten di    . 
 
Teorema 3.3.9 
Jika   adalah ring dengan         serta     dan  
            keduanya ring semi-Boolean J-primal, maka   
adalah ring nil clean. 
Bukti. 
Telah diketahui bahwa untuk   diantara dari   atau    , 
berdasarkan Definisi 2.5.26 berlaku              . Berdasarkan 
Lemma 3.3.5 diperoleh 
                         
                                                                
                   
untuk                      adalah ring Boolean. 
Berdasarkan Lemma 3.3.1 terbukti bahwa        adalah nil clean. 




Diberikan ring    dengan          serta      dan  
             keduanya ring semi Boolean J-primal. Akan 
dibuktikan    adalah ring nil clean. 
Bukti. 
i. Akan dibuktikan bahwa      adalah ring semi Boolean J-
primal. Berdasarkan Contoh 3.1.10, diketahui bahwa      
adalah ring corner, sehingga semua elemen di      sama 
dengan elemen di     Telah diketahui dari Contoh 2.5.27 
bahwa    merupakan ring J-primal dan pada Contoh 3.1.4, 
diketahui bahwa    merupakan ring semi Boolean, sehingga 
terbukti bahwa    merupakan ring semi Boolean J-primal 
 
ii. Akan dibuktikan bahwa              adalah ring semi 
Boolean J-primal. Ambil         . Berdasarkan Contoh 






















Tabel 3.11 Hasil dari              
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Berdasarakan Tabel 3.13, diketahui semua elemen di    
merupakan hasil perkalian dari             , sehingga 
untuk membuktikan bahwa              adalah ring 
semi Boolean J-primal, cukup dengan membuktikan bahwa    
ring semi Boolean. 
Dari i dan ii, dapat disimpulkan bahwa      dan              
keduanya ring semi Boolean J-primal. Berdasarkan Teorema 3.3.9, 
terbukti bahwa    adalah ring nil clean 
 
Akibat 3.3.11 
Jika   adalah ring corner J-primal dengan         serta     dan 
             adalah ring semi-Boolean, maka   adalah ring nil-
clean. 
Bukti. 
Telah dibuktikan pada Lemma 3.3.5, bahwa  
              
Berdasarkan Definisi 2.5.26, diperoleh kesimpulan bahwa   adalah 




















              dengan   adalah   atau     dan   adalah ring, 
sehingga berdasarkan Lemma 3.3.5 diperoleh 
                                                  
untuk                      adalah ring Boolean. 
Berdasarkan Lemma 3.3.1 terbukti bahwa        adalah nil clean. 




Diberikan ring corner J-primal    dengan          serta      
dan              adalah ring semi Boolean. Akan dibuktikan 
   adalah ring nil clean. 
Bukti. 
Telah diketahui dari Contoh 3.1.10 bahwa    adalah ring corner dan 
telah diketahui dari Contoh 2.5.27 bahwa    adalah ring J-primal. 
Berdasarkan Akibat 3.3.7,    ring corner J-primal.    ring corner, 
maka semua elemen di    merupakan hasil dari perkalian      dan 
berdasarkan Tabel 3.14, diketahui bahwa semua elemen di    
merupakan hasil dari             , sehingga untuk 
membuktikan bahwa      dan              adalah ring semi 
Boolean cukup dengan membuktikan bahwa    adalah ring semi 
Boolean. Telah dibuktikan pada Contoh 3.1.4 bahwa    ring semi 
Boolean, sehingga berdasrakan Akibat 3.3.11 terbukti bahwa   
















































4.1   Kesimpulan 
 Berdasarkan pembahasan yang telah disampaikan di bab 
sebelumnya, terdapat beberapa sifat-sifat dari ring corner semi 
Boolean yaitu: 
1. Jika   adalah ring dengan         serta     dan  
            adalah ring Boolean, maka   dan        
adalah ring nil clean. 
2. Jika   adalah ring dengan         serta     dan  
            adalah ring semi-Boolean J-primal, maka 
  adalah ring nil clean 
3. Jika   adalah ring J-primal, maka untuk setiap elemen 
idempoten   dari ring corner     adalah ring J-primal. 
4. Jika   adalah ring corner J-primal dengan     dan  
             adalah ring semi-Boolean, maka   adalah 
ring nil-clean. 
 
1.2   Saran 
   Pada skripsi ini telah dibahas definisi ring semi Boolean, ring 
nil clean, ring corner, dan sifat-sifat ring corner semi Boolean, tetapi 
penulis tidak membahas hubungan antara ring corner Boolean  
dengan ring corner semi Boolean. Untuk penelitian selanjutnya, 
penulis menyarankan untuk mengkaji hubungan antara ring corner 
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